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Problemas guia de calculo multivariable

. Usar métodos vectoriales para probar que las diagonales de un paralelogramo se bisecan entre si.

. Usar notacion de conjuntos o vectorial para describir los puntos de la recta que pasa por (—1,—1,—1) en la direccion de 3

_>
. Hallar los puntos de interseccion de la recta x =3+ 2t, y =7+8ty 2 = —2+4t,estoes [ (t) = (3+2t,7+8t,—2+1), con

los planos coordenados.

. Calcular707,donde7:\/5%—\/53’—1—%5/%}/7:i

. Hallar una ecuacién del plano que:

a) pasa por (3,2,—1) y (1,—1,2); y es paralelo a la recta v = (1,—1,0) + (3,2, —2)
b) es perpendicular a la recta I(t) = (—1,—2,3)t+ (0,7,1) y pasa por (2,4, —1)

. Calcular ae(bxc) donde ay bson: a =i—2j+k,b=2i+j+kyc=3i—j+2k. Asi como hallar el area del paralelepipedo

que tiene como lados a los vectores antes mencionados.

. Calcule| || , | 7|y @ ¥ cuando: @ = (~1,2,0) y ¥ = (1,-1,0); y @ = (=1,3,1) y ¥ = (=2, -3, 7).
. (Cual es el volumen de paralelepipedo con aristas —V/3i+ 6454— \/@ y —Vbi+ 334— \/3@

. Hallar la proyeccion de v = 2?—#3— 3k sobre W = —?4—34— k

Mostrar que en coordenadas esféricas que :

a) ¢ =cos ! (v-k/||v|),donde v = xi + yj + 2k
b) 0 =cos™!(u-i/||ul), donde u = zi + yj

Demuestre la desigualdad de Cauchy-Zchwarz sin usar el argumento del coseno del angulo que existe entre los vectores
Usando métodos vectoriales, demuestre que la distancia entre dos rectas no paralelas [; y Iy estd dada por:

laxz + by — ¢

[a? + b2}1/2
Pruebe las propiedades del producto interno a partir de su definicién (Recuerde que son 4 propiedades).
Usar métodos vectoriales para describir el plano determinado por los tres puntos (zo, yo, 20), (Z1,¥1,21) ¥ (T2, y2, 22).
Mostrar que todo punto sobre la recta v = (1,—1,2) + ¢(2,3,1) satisface 5z —3y —2—6=0
Mostrar que no hay puntos (z,y, z) que satisfagan 2z — 3y + 2z —2 = 0 y que estén sobre la recta —l> =(2,-2,-1)+¢t(1,1,1)
Probar (Ax B)x C=(A-C)B - (B-C) A.
Probar (u x v) x w+ (v X w) X u+ (w x u) x v =0
Probar (7 x U)X W = U x (U x W) siysolosi (€ x W) x v =0

Un tridngulo tiene vértices (0,0,0) , (1,1,1) y (0,—2,3). Hallar su area



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Describir el significado geométrico de las siguientes asociaciones en coordenadas cilindricas
a) (r,0,z) — (r,0,—2)
b) (r,0,z) = (r,0 +m, —z)
¢) (r,0,z) = (r,0 —mw/4,2)
Describir el significado geométrico de las siguientes asociaciones en coordenadas esféricas:
a) (p,0,9) = (p,0 +m, )
b) (p,0,%) = (p,0,7 =)
- = =
Dados dos vectores distintos de cero @ y b en R3, mostrar que el vector V= || b + H b H @ biseca el angulo entre @
%
y b.
— —
Muestre que @ o b = ||d|| H b H cos (0)

Muestre que en R"se cumple:

o) |7 -FINZ+ 71 <171+ 17
D) 4(T o)) =7+ Y- II7 -V

Calcule: ||| , ||7/||, @ ¥, encuentre el angulo entre @ y ¥/, y normalizarlos cuando dichos vectores estan dado
por:d = (—=1,2,=3) y ¥ = (—1,—3,4).

Describir el significado geométrico de las siguientes asociaciones en coordenadas cilindricas
(1) (T,@,Z) - (7",9,—25)
b) (7’,0,2) - (T,0+7T,—Z)
C) (T,H,Z) - (_T79_7T/4a Z)

Usando métodos vectoriales, mostrar que la distancia entre dos rectas no paralelas [y y l> esta dada por:

(05 — 1) o (a1 x ab)|

d:
@i x ag||

donde o7 y 73 son dos puntos cuales quiere cobre [; y lo respectivamente y ai y @} son las direcciones de Iy y lo.
(10 %) Realice los célculos siguientes

a) (~21,23) — (2,6) = (~25,7)

b) 800 (0.03,0,0) = (7,7,7)

c) (3,4,5) 4+ (6,2,-6) = (7,7,7)

Mostrar que dos planos, dador por las ecuaciones Ax + By + Cz+ D1 =0y Ax+ By + Cz+ Dy = 0, son paralelos y que

la distancia entre ellos es:
|D1 — Dy

(A2 + B2 + C2)'/?

Si sabemos que | @[ = 1,

’7“ =3y de = 0. Encontrar lo siguiente: (7 - ?) . (27 + ?)

Considere las rectas L1 y Lo, encontrar el punto donde se cortan las rectas y dar el angulo de interseccion

=1
Li=qy=t
z=0
T=u
Lo=<y=1+4+u
z=0

Yu,t € R.
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Determinar un vector unitario & = (ug,uy,u.) y el intervalo de valores para [ de tal forma que la ecuacién paramétrica
siguiente

T =064 lug,
L,=qy=-5+1lu,
z=1+lu,

sean una parametrizacion del segmento de recta que empieza en P (0,—2,7) y termina en P (—4,0,11).
Considerar el punto P (g, yo, 20)y la recta y = max + b en el plano zy, encontrar la distancia entre el punto y la recta dada.

Establecer si el plano dado por —3x + 2y + 7z = 9 y el plano que contiene a los puntos (—2,6,1), (=2,5,0), (—1,4, —3)son
paralelos, ortogonales o secantes.

Identificar que tipo de superficie representan las siguientes ecuaciones, realizar un bosquejo

a) 522 +2y2 — 622 -10=0
b) 222 —3y2 —6=0
c) r—y*+222=0

Convertir la ecuacién escrita en coordenadas esféricas a una ecuacion en coordenadas rectangulares.

ese () = 2cos () + 4sin (0)

Trazar las curvas de nivel (en el plano xy) para las funciones dadas fy valores especificados de c¢. Esbozar la grafica de

z=[f(zy)
a) f(z,y)= (64— a? —y2)%, c=0, 215, /48, v/39.
b) f(z,y) = (:c2 +y2)1/2, c=-1,0,1, 2.
Describa las superficies de nivel de la funcién
R3>SR
(z,y,2) — z2 4+ 9°
Muestre, al menos graficamente, que el siguiente subconjunto del plano es abierto

C={(z,y):2<2”+y* <4}

Calcular los limites siguientes, se es que existen:

a lim e*
) (z,9)—(0,1) Y
IR =

2 2
(z,9)—(0,0) T

Probar que f : R2 = R, (z,y) — ye® + sen (z) + (zy) es continua

oty

i.Se puede hacer continua eyt definiéndola de manera adecuada en (0,0)?

Mostrar que f es continua en xg si y solo si
lim ||f (x) = f (o) = 0

Tr—x0

Evaluar las derivadas parciales %, g—z en los puntos indicados para

z=/a2 — 22 — 2

(0,0)y (5, %)-

Calcular la matriz de derivadas parciales de la siguiente funcién: f : R? — R?

f(x,y) = (zye™, zsen (y) , 5zy?)



47. Encuentre la funcion vectorial r (t) que describe la curva C' de interseccion entre las superficies:
2= a2 4y
cony = .
48. Sea f (x,y) = e"¥. Mostrar que x% = y%.

49. Calcular el gradiente de la funcion:
f(z,y,2) = 2% cos (y)

50. Hallar la ecuacion del planto tangente a:
a) z=12%+2y%en (1,1,3)
b) 25 — 2% — 52 en (3, —4,0)
51. Probar que las siguiente funcién es diferenciable, y hallar sus derivadas en un punto arbitrario: f : R? — R

(z,y) = 2° +

52. Dados los vectores A = (2,1,1) y B = (1,-1,2)

a) Determine si los vectores A y B son linealmente independientes o no.

b) Mediante la definicion de producto punto, obtenga el d&ngulo entre los vectores A y B. E identifique si son perpendicular
0 no.

Encuentre la proyeccion del vector A en la direccion de B

De la definicién de producto vectorial. Hallar el vector unitario del vector A x B

Encuentre la funcién vectorial de la recta que pasa por los puntos P (3,2,1) y @ (—1, -2, 3)(elabore un dinujo)

)
)
e) Mediante el producto triple escalar mostrar que el vector A x B es perpendicular a los vectores A y B.
)
) Construya las ecuaciones paramétricas para un parametro ¢ de la recta anterior.

h) Indique como se obtiene y cuél es el dominio de la funcion vectorial de dicha recta.

53. Calcular los siguientes limites
tan (x4 y)

lim
(z,9)—(0,00 x+y
. e(#®+v?) _q
lzm B —
(z,9)—(0,0) z+y

54. Verifique mediante la definicién € — § que el limite:

2
a) lim s =0
(2,) = (0,00 ©
2 2
b) lim 2V =0
() — (0,00~
c) lim ;OzyQ 0
() — (0,00~
se cumplen.

55. Siu= f(x,y), donde = = e®cos (t) & y = e®*sen (t), demuestre que:
Pu  Pu  _, [0%u O%u
-+ - = - g
ox? = 0x? 0x?  0x?
56. Demuestre que la funcion f (z,y) dada, no es diferenciable en (0, 0).
xy(a:2fy2)

_ )= (m,y) #(0,0)
f(z,y) = ity
( y) {O (x,y) = (070)

57. Encuentre la derivada direccional de:
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fzyy,2) = (:c +y?+ 22)2 en (1,—1,1) en la direccion de (1,1,0)
= f(x,y,2) = xcos (y) sen (2) en la direccion del vector (2,—1,4) y en el punto (1,7, %)

f(z,y) = 2 + 2xy — 3y? en la direccién del vector v = (L i) y en el punto (1,2)

10’ V10
» f(x,y) = 2y? + 23y en la direccién del vector v = (\/%T)’ iw) y en el punto (4, —2)
s f(x,y) = e*Cos (my) en la direccién del vector v = ( %, %) y en el punto (0, —1)

; : o°f 9°f 9f
Calcular las segundas derivadas parciales 57, 520y dgoz Y oy

f(@,y) = cos (xy?)

’; de la funcion:

Utilice la regla de la cadena para encontrar % cuando

con s =2 yt=/u
Hallar el valor aproximado de:

= /26.98v/36.01

- /9(1.95)% + (8.1)°

Considere la siguiente funcién

0

) Si (z,y) # (0,0), calcular 9f/0x y Of/dy.

b) Mostrar que (0f/dz) (0,0) =0 = (9f/dy) (0,0)
)
)

a

¢) Mostrar que (0% f/0z0y) (0,0) =1, (0*f/0ydx) (0,0) = —1

d) ;Por qué no son iguales las parciales mixtas?

Calcular la matriz de derivadas parciales de:

(a) f(x,y)= (e, Sen (zy)) (b)  f(z,y)=(z+y,z—y,zy)
(d)  f(z,y) = (ze¥ + Cos(y),z,x +e€Y) (e) flx,y,2)=(z+e +y,yz?)
(C) f(x,y,z)z(x—i—z,y—'éz,x—y)

El radio de la base y la altura de un cono circular recto miden 10cm y 25 cm respectivamente. Con un posible error en la
medicion de 0.01cm. Utilizar difereciales para estimar el error maximo en el volumen calculado del cono.

Emplee multiplicadores de Lagrange para encontrar los extremos con restricciones de las siguientes funciones:

(a) f(z,y,2) =zyz sujeta a 23 + in + 522 =1 para >0,y>0,2>0
(b)  f(r,y,2) =22 +y*>+22 sujetaa 2r+y+z2z=1 y —r+2y—32=4
(c) f(z,y)==ay sujeta a 2 4+y?=2

Encuentre el punto sobre la curva C de interseccion de la esfera 22 4+ y2 4+ 22 = 9 y el plano = — y + 3z = 6 que esta més
alejada del plano zy. Luego determine el punto sobre C que estd més cercano al plano xy.

Encuentre los extremos relativos de la funcioén:
flz,y) =42+ 54> — 122 — 3y
Encuentre los extremos relativos de las siguientes funciones:

(@) f(o.y)=—2>—y*+8z+6y (b)  flw,y) ==
(c)  f(z,y) = Sen(z) + Sen(y) d)  f(zy)=(=+

Sea f (u,v) = (tan (u—1) —e”,u? —v?) y g (z,y) = (¢* Y,z —y). Calcular fogy D(fog)(1,1)

<

|
\_/5‘3“\3
@mm

+3
2y + 6)

Sea f (u,v,w) = (""", Cos(v+u)+ Sen(u+v+w))y g(z,y) = (e”,Cos (y — z),e¥). Calcular fogy D (fog)(0,0).
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Verificar la regla de la cadena para:

(a) f(u,
(b) f(z,y) = zy, c(t) = (¢, Cos (t))
(d) f(z,y) = 2elH) e (1) = (¢, —t)

Considere que

) = %25 con u(z,y) = @ y v (z,y) = e

<

8

al

es un vector constante y T =i+ y}—i— zk. Verificar las siguientes identidades:
(a) Ve7 =3 (b) (dxV)x7 =-24 () Ve(dxT)=0
Sea w = f (z,y) un funcién C?de dos variables y sea * = u + v, y = u — v. Mostrar que:

9w ?w  Pw

dudv 92 Oy?

Dibujar las regiones Q que da lugar a las integrales dobles, cambiar el orden de integraciéon y calcularlas

a)

O—

sen (y%l) dydx

b)

O—
B—r E\»—-
8
<
M

<
E

x2dxdy

—_—
—

¢)

L—V/gFT

Calcular la integral doble siguiente.

11
// e¥/*dzdy
0y

Evaluar la siguiente integral:

1
/ (xe“'y) dydz
0

o —

Sea fcontinua, f > 0 en el rectangulo R. Probar que si [fdA = 0, entonces f = 0 en R.
R

/ / [adzdady

Calcular

si el solido S esta limitado por el grafico de la superficie z = 0, z = x, y?> = 4 — x. Proyectando el s6lido en el plano zy.

Evaluar las siguientes integral y trazar la regiéon D determinada por los limites dado:

SL:ZJ OHHM
+ o
)

S

)

8

ydydzx

>
N

O —r RrY—MN O—~
QU
<
U
8

Hca%am )

Usar integrales dobles para calcular el area de un circulo de radio r

Sea D la region acotada por las partes positivas de los ejes = y y, y la recta 3z + 4y = 10. Calcular:
/ (acz + y2) dA
D

Sea D la region acotada por el eje y y la pardbola x = —4y? + 3. Calcular

/ 23ydzdy

D
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Evaluar ff (x2 + 2y — y2) dydx. Describir esta integral como una integral sobre cierta regién D en el plano zy.
00
Cambie el orden de integracion y esboze las regiones correspondientes.

a) rydydx

8 — =

[ )

-y

b) [ [ (z+y) dedy

O —r OS—r

Verificar la formula para el volumen de una bola [dv = 57 donde W es la bola unitaria 22 + y* + 22 < 1.
w

Sea W la regién acotada por los planos = 0, y = 0, z = 2 y la superficie z = 22 4+ y2, > 0, y > 0. Calcular fxd:cdydz
w
Evaluar [e™*YydV, donde W = [0,1] x [0,1] x [0, 1].
w

Hallar el volumen de la region acotada por: z = 22 + 3y%y z = 9 — 22

Mostrar que todas las integrales siguientes son posibles.

ZZZ [ (z,y,2) dzdzdy —ZZ/; [ (2,y, 2) dedydz —ZZZ f(z,y,z) dzdzdy —ZZZ f (z,y, 2) dydzdz —Z]Z f(z,y, z) dzdzdy
Calcular

/ / (5] W] dady

Q

si @ = [0,4] x [0,2] donde [] es la funcién parte entera.
Calcular el jacobiano de coordenadas polares en coordenadas cartesianas

Calcular el jacobiano de coordenadas cilindricas en coordenadas cartesianas.



Primer Examen Parcial del curso Calculo Multivariable.

Prof. Darwin Gutiérrez

Instrucciones: Resuelva correctamente los siguientes ejercicios justificando todos sus procedimientos y realizando los
graficos necesarios en cada ejercicio, tiene exactamente 1.5 hrs cada ejercicio vale 10/7 puntos.

Nombre:

1.

2.

Sean @ = 4,5, —2),_b> =3i- 2j +2k y—c) = (-3,-1,-2) vectores en R3. Calcular:

H
a) (d-¢yd-(d-byd+4d
-
by (@x3)-d-(dxb)-a
—

¢) 2Proy(b) X 2Pr0y—h> (_a))
Considere una pecera que tiene vértices en el origen, U =5+ IOj, ¥ =5i- 10j, W=20k7"+7, 0
B e . . . 2 4 .
i + Vv + w. Dibuje dicha pecera, calcule su drea, su volumen y el dngulo entre aristas.

-
w,v

-
+W,V +w

y

N
Demuestre que los vectores (2 x V) y (5V x —61) son siempre paralelos y los vectores (i X V) y 5v son siempre
perpendiculares para cualquier par de vectores i, V.

Considere larecta L) : &+ = = £=2 encuentre una recta L, que se intersecte a L; en un solo punto y estas sean

x=7 _ y=6 _ z-3
4 5 5

perpendiculares entre si.

Considere el plano P; que contiene a los vectores (1,3, -2),(2,4,5),(2,2,-5).Y sea P, el plano que corta a los ejes
en 7 unidades. Hallar Py N P,

Considere la recta L que pasa por el punto (5, 1,5) y perpendicular al plano yz, y considere el plano con interseccion
en los ejes dadas por 2i, 3j, 4k P. Hallar PN L.

Dibuje y encuentre le ecuacion de la esfera que esta centrada en (8,7, 8) y es tangente al plano x + y + z = 1.



Segundo Examen Parcial de la unidad de aprendizaje Calculo Miultivariable para C.D.
Profr. Darwin Gutiérrez

Instrucciones: Resuelva correctamente los siguientes ejercicios justificando todos sus procedimientos, cada
ejercicio vale 2 puntos.

Nombre:

1. Suponga que un proyectil se mueve en el espacio segtn las siguientes ecuaciones paramétricas:

z(t)=t, ylt)=t, =z2(t)=5-— 'TtQ

a) Localice en el espacio el proyectil en los tiempos ¢t = 0,4,8 y 10 seg.
b) bosqueje la trayectoria de dicho mévil

c) si el plano z = 0 representa el piso, jen qué tiempo el proyectil impactara en el suelo? ;Con
qué velocidad y con qué fuerza si tiene una masa de 500 Kg?

d) ;Cual es su posicién en el punto de impacto?

e) encontrar la longitud de arco de dicha trayectoria del tiempo 2 segundos al tiempo 5 segundos.
2. Considere la curva 7 (t) = (cos(t),t, sen(t))

= Haga un bosquejo de la imagen de la curva
= Encuentre la ecuacuién de una recta que no intersecte a la curva en ningin punto.
= Encuentre la ecuacion de la recta tangente en el punto 7(7r /2), y grafiquela.

3. Sean f(z,y) = \/169 — 22 — 42 y g(z,y) = In(y — 2* —2) Dibujar el dominio de cada una y encuentre
3 curvas de nivel de cada una y bosqueje las graficas de las 2 funciones.

4. Encuentre la linealizacion de las siguientes funciones en los puntos dados:
» 2 = 2%y — 223y — 6y en (2,2) y aproxime en (2.001,2.001)
» w = sen(xyz) en (1,3,7) y aproxime en (1.001,2.001, 3,1416)

Ademads encuentre la derivada direccional en los puntos dados en la direccién (1,1) y (1,1, 1) respec-
tivamente.

5. Sea ¢(x,y) = 4

2z2+2y2
» Calcular el limite cuando (z,y) — (0,0)

= Calcular la magnitud de su gradiente
» Calcular 0,,¢

6. Considere la superficie xyz = 64. Determinar todos los puntos sobre ella que sean mas cercanos al
origen.

7. En negocios un indice de utilidad U es una funcion que depende de la venta de 2 articulos diferen-
. . . . . 1 1
tes, con cantidades x,y respectivamente (dependientes entre si). Si U(z,y) = 23y1 encuentre sus
extremos sujetos a la siguiente relacién lineal 4x + 2y = 6.



Tercer examen parcial del curso Calculo Multivariable para Ciencia de datos.
Prof. Darwin Gutiérrez

Instrucciones: Resuelva correctamente los siguientes ejercicios justificando todos sus proce-
dimientos, realizando los graficos necesarios.

Nombre:
1. Sea F = (xyz,xyz + 2, +y + z), calcular:

» V- (VX ?).
- VX (V- F).
2. Calcule el 4rea comprendida entre las graficas de las funciones y = 16 — 2% y y = 2.
Ademss calcule [ [,(x 4+ y)dA donde R es la drea anterior.

3. Calcular el volumen del segmento del cilndro que se encuentra en el primer octante
delimitado por la superficies z = 16 — y* v 2 = 8. Ademds en ese mismo volumen
calcular [, zdv.

4. Calcular la integral de superficie [ f(x,y, 2)dS, cuya funcién de densidad es f(x,y, z) =
Ty — 2
= S es la superficie parametrizada por 7 (u,v) = (u 4 v,u — v,1) definida en el
rectangulo [—2,4] x [—3, 2]

= S es el trozo del plano que corta a los ejes en 31, 23,/;: y se encuentra en el primer
octante.

5. Calcular [ Foav para:
= Con ? = (—y,2x,3z) y la curva r es el segmento de recta que une el vector
(4, —2,3) con el vector (6,6,6)

. ? = (y, —x,5z) y la curva r cerrada es la circunferencia de radio 5 centrada en el
origen en el plano yz.



